Dérivation

Exercice 1. Limite double
Soit f : R — R continue en 0. Montrer que f est dérivable en 0, et f/(0) = ¢ si et seulement si :

f(h) = f(=F)

Ve>0,35>0tqV hkelo,d], "

-/

N
™

Exercice 2. Propriétés de parité et de périodicité
Soit f : R — R dérivable.
1) Que peut-on dire de f’ si on sait que f est paire ? impaire ? périodique ?
2) Que peut-on dire de f si on sait que f’ est paire ? impaire ? périodique ?
3) Montrer que si f’ est T-périodique et f(T) # f(0), alors f n’a pas de période (on étudiera f(nT) pour n € N).

Exercice 3. Propriété de parité
Soit f : R — R de classe C! telle que la fonction t — 2f(t) — tf'(t) est paire. f est-elle paire ?

Exercice 4. Injectivité locale
Soit f : R — R dérivable et a € R tel que f'(a) # 0.
1) Montrer qu’il existe un voisinage V de a tel que Vo € V'\ {a}, f(x) # f(a).
2) Si f’ est continue au point a, montrer qu’il existe un voisinage V' de a tel que fjy soit injective.

Exercice 5. Dérivabilité de |f|
Soit f : R — R dérivable. Montrer que |f| admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée & gauche.

Exercice 6. f'(z) — { et f est bornée
Soit f : R — R dérivable et bornée telle que f/(z) ——— ¢. Montrer que £ = 0.

Tr——+00
Exercice 7. lim f/(z) = lim f(x)/x

Soit f : R — R dérivable telle que f’(x) P £. Montrer que @ — /L.

r——+00
Chercher un contrexemple pour la réciproque.

Exercice 8. Propriété des valeurs intermédiaires pour f'
Soit f : [a,b] — R dérivable.
1) On suppose que : V z € [a,b], f'(x) # 0. Montrer que f’ est de signe constant.
2) Dans le cas général, montrer que f’([a,b]) est un intervalle.

Exercice 9. Propriété des valeurs intermédiaires pour f'
Soit f : [a,b] — R dérivable.

1) On note E = {(z,y) € [a,b]* tq = < y} et pour (z,y) € E : o(z,y) = ngj(y) Montrer que ¢(F) est un

intervalle.
2) En déduire que f’([a,b]) est un intervalle.

Exercice 10. Reégle de I’Hospital
Soient f,g : [a,b] — R dérivables avec : V x € ]a, b[, ¢'(x) # 0.
f(b) = ((a) Fe)

1) Montrer qu’il existe ¢ € ]a, b| tel que :
) q } [ q g(b ) a) ( )

(Appliquer le théoréme de Rolle & f — Ag, ol A est un réel bien choisi)

s AE)) f(x) = f(a) ; Hosbi
2) En déduire que si 7 m ¢, alors 9 —gla) o ¢ (régle de 'Hospital).

cosx — e*
3) Application : déterminer ffﬁi @+ e —T'

Exercice 11. Recherche de limite
In(sin z) — In(cos z)

Trouver lim -
sinx — cosx

xz—m/4
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Exercice 12. f(a) = f(b) =0, f'(a)f'(b) > 0 = il existe un autre zéro
Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f(a) = f(b) =0, et f'(a) > 0, f'(b) > 0.
Montrer qu'il existe ¢ € Ja, b[ tel que f(c) =0, et f'(c) <O0.

Exercice 13. f'(a) = f/()
Soit f : [a,b] — R dérivable telle que f'(a) = f/(b).

Montrer qu'il existe ¢ € Ja, b[ tel que f'(c) =

—
o
|
Q|
—
S
IN~—"

Exercice 14. Tangentes passant par un point donné
Soit f : [a,b] — R dérivable, telle que f(a) = f(b) = 0. Montrer que pour tout d € R\ [a,b], il existe une
tangente & Cy passant par le point (d,0).

Exercice 15. Rolle itéré
Soit f : [a,b] — R n fois dérivable.
1) Si f s’annule en n + 1 points distincts dans [a, b], montrer qu'’il existe ¢ € ]a, b[ tel que f™(c) = 0.
2) Si f(a) = f'(a) = ... = f*"V(a) = f(b) = 0, montrer qu'il existe c € ]a, b[ tel que f(™(c) = 0.

Exercice 16. Rolle a I'infini
Soit f : [a,+oo] — R dérivable telle que f(x) —— f(a). Montrer qu’il existe = € |a, 400 tel que f/(z) = 0.

r——+0o0

Exercice 17. Formule des accroissements finis avec § = 1/2
Soit f : R — R dérivable telle que : ¥ a,b € R, f(b) — f(a) = (b—a)f’ (a + b). Montrer que f est polynomiale

de degré inférieur ou égal a 2.

Exercice 18. Fonction C* bornée
Soit f : R — R de classe C*° bornée.
1) Montrer que si une dérivée, f®) | k > 2, admet un nombre fini de zéros, alors les dérivées précédentes, f@),
1 < p <k, tendent vers 0 en +o0.
2) En déduire que pour tout k > 2, f®) g’annule au moins k — 1 fois sur R.

Exercice 19. Distance a la corde
Soit f : [a,b] — R de classe C?.

1) On suppose que f(a) = f(b) = 0. Soit ¢ € ]a,b[. Montrer qu’il existe d € ]a, b[ tel que :

fle) = =M= oy,

(Considérer g(t) = f(t) + At — a)(b —t) ou A est choisi de sorte que g(c) = 0)
2) Cas général : Soit ¢ € ]a,b[. Montrer qu’il existe d € ]a, b[ tel que :

b—c c—a (c—a)(b—2c)
ty— fO) -

f(d).

Exercice 20. Ecart & un polynéme interpolateur
Soit f : R — R de classe C", aq, ...,a, n points distincts dans R, et P le polynéome de Lagrange prenant les

n
mémes valeurs que f aux points a;. On pose Q(z) = ﬁl[ I1(z —a;).
=1

Montrer que : Vb € R, 3¢ € R tq f(b) = P(b) + Q(b)f"™(c)
(considérer g(t) = f(t) — P(t) — AQ(t) ou A est choisi de sorte que g(b) = 0).

Exercice 21. Polynémes de Legendre
On pose f(t) = (2 —1)".
1) Montrer que : V k € {0,...,n — 1}, f®(1) = fF(-1) = 0.
2) Calculer f(™ (1) et f(M(—1).
3) Montrer que f(™ s’annule au moins n fois dans I'intervalle | — 1,1].
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Exercice 22. Racines de 2™ +ax + b
Soit n € N, n > 2, et a,b € R. Montrer que I’équation ™ + ax + b = 0 ne peut avoir plus de deux racines réelles
distinctes si n est pair, et plus de trois racines réelles distinctes si n est impair.

Exercice 23. Racines de P(x) — e*
Soit P un polynéme. Montrer qu’il existe au plus un nombre fini de réels x tels que P(x) = e*.

Exercice 24. Limitede 1/(n+ 1)+ ... +1/2n
On veut calculer ¢ = nll_{lgo %4-1 + .t gy
1) Montrer l'existence de /.
2) Soit f :[0,4+00] — R dérivable telle que f(0) = 0. Montrer que f (%_’_1) +...+f (QL) — £f7(0).

3) On prend f(x) = In(1 4 z). Déterminer £.

Exercice 25. Calcul de limite
Soit f : R — R dérivable telle que f(0) = 0. Chercher lim z f (%)

Exercice 26. Somme 1/kInk
Pour k € N, k > 2, appliquer le théoréme des accroissements finis & z — In(Inz) sur [k, k + 1]. En déduire que la

série de terme général TInEk ©st divergente.

Exercice 27. f'(x)f'(f(x)) =1
VzeR, fi(x)f(f(z )) 1
f(0) =0et f'(0) >

Trouver toutes les applications f : R — R dérivables telles que : {

Exercice 28. fo f=f
Soit f :[0,1] — [0,1] dérivable telle que fo f = f. Montrer que f est constante ou bien f = idjy 1.

Exercice 29. Dérivabilité uniforme
Soit f : [a,b] — R de classe C'. Démontrer que :

Ve>0,36>0tqVa,y€lab], si0<]|z—y|<d alors

Exercice 30. Formes indéterminées
) ) Ve eR, u(z) #v(x)
Soient u,v : R — R deux fonctions telles que : ¢ 15, w(z) = lim v(z) = a > 0.
z—0 z—0
1) Chercher lim UZ —v
z—0

v
(%

u

2) Chercher lim %;—1Y5.
z—0 U v
Exercice 31. (1 +k)(1+k2)...(1 + k")
1) Montrer que : V z > —1, In(1 + )
2) Soit k €] —1,1[. On pose u, = (1
séparément les cas k > 0, k < 0).

<z
+k)(1+ k?)...(1 + k™). Montrer que la suite (u,,) est convergente (traiter

Exercice 32. Dérivée n-éme de cos®
3

Calculer la dérivée n®™¢ de la fonction x — cos® z.

. Y Ve Y 3
Exercice 33. Dérivée n-eme de arctanz et e
Etablir une formule de récurrence pour les dérivées successives des fonctions :
3
fiaxr—— arctanz et g:x — €*

Exercice 34. Dérivée n-éme de (23 + 222 — 5)e”
Calculer la dérivée n®m¢ de z — (2% + 222 — 5)e~

Exercice 35. Ensi Chimie P 94
Soit f(z) = e*V3sinz. Calculer f™ () pour n € N.
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Exercice 36. Dérivée n-éme de z"(1 — z)™

Calculer la dérivée n°™¢ de x — 2™ (1 — x)". En déduire la valeur de kio (C,’f)z.
Exercice 37. Dérivées n-émes de t"~1In(t) et t"~lel/t
Calculer % (t""'Int), et % (t""Yexp(1/t)) (essayer n =1,2,3).
Exercice 38. Dérivée n-éme de f(x?)
Soit f : R — R une fonction de classe C". On pose g(z) = f(z?).
1) Montrer qu'il existe des entiers a,, x tels que : ¥ z, g™ (z) = . [(Xn: y ]amkf(k) (22)(2z)%k—n,
=[(n+1)/2

2) Calculer ay, 1 en fonction de n et k.

Exercice 39. Dérivée n-éme de f(1/x)

Soit f une fonction n fois dérivable sur un intervalle I ne contenant pas 0, et g(x) = f (%)

Etablir : ¢ (z) = (—=1)" nz_:l (n=1)(n ;n2)(n —p) Cp f(n=p) (%)

p=0 =y
Exercice 40, Dérivées de e~1/=’
—
Soit f: § 2 #0 +— exp (_%> Montrer que f est de classe C* en O et : V ke N, f*)(0) = 0.
x
0 ~— 0.

Exercice 41. (f(2t) — f(t))/at
Soit f : R — R continue telle que f2t) t_ f(t)

a. Montrer que f est dérivable en 0 et f'(0) = a.

t—0

Exercice 42. sinx — 3z/7 + 423 /7% > 0

3
On pose f(z) =sinx — 3% + % Montrer que : V 2 > 0, f(z) > 0 (chercher le signe de f(*)).

Exercice 43. Courbes homothétiques
Soit a > 0, a # 1. On note C la courbe d’équation : y = Inz, et C’ celle d’équation : y = alnx.
1) Montrer que C et C’ ont une et une seule tangente commune.
2) Mountrer que C et C’ sont homothétiques.

Exercice 44. Matexo
Soit f une application dérivable de R dans R telle que V x € R, f(z)f’(x) > 0. Montrer que f~!(R*) est un
intervalle.

Exercice 45. Mines MP 2000 @
a\x
Montrer que pour tout z réel, il existe a(x) unique tel que e’ dt = 1. Montrez que a est indéfiniment

t=x
dérivable, et que son graphe est symétrique par raport a la deuxieéme bissectrice.

Exercice 46. ¢(2x) = 2p(x) (Centrale MP 2003)
Trouver toutes les fonctions ¢ : R — R dérivables telles que V z € R, ¢(2x) = 2¢(z).

Exercice 47. f' = f~! (Ens Cachan MP* 2003)
On note E I’ensemble des fonctions f de classe C! bijectives de |0, +oo| sur ]0, +-o0[ telles que f' = f~1.
1) Trouver un élément de E du type x — cx™, ou ¢ et m sont réels.
2) Quelle est la limite en 0 de f ?
3) Montrer que f est un C*> difféomorphisme de ]0, 4+-o00[ sur ]0, +o0].
4) Montrer que f admet un unique point fixe.
5) Soit g un deuxiéme élément de E. Montrer que g admet le méme point fixe que f.
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Exercice 3.
Ctrex : f(t)=t>sit>0et f(t) =

Exercice 11.
TAF — (=2

Exercice 17.

Solutions

25t <.

Dériver par rapport a a puis par rapport a b.

Exercice 21.

2) V(1) = 2!, f0)(~1) = (~2)"

Exercice 25.
"0

Exercice 27.

f=id.

Exercice 30.

1) AF = 3 w(x) compris entre u(x) et v(z) tel que
2) u’ —v¥ = (u’ —o¥)+ (v —o¥) =

ut — ¥ = (u —v)ws? (1 + Inws)
—Ina

— lim = 71+1na

Exercice 31.

nl.

u” —vY v—1
= vw
—v
(u —v)(vw?d™t (ln v)v¥?)

2) Pour k > 0, la suite (uy,) est croissante et Inw,, < ﬁ

Pour k < 0, (ug,) décroit et converge, et ug,1+1 ~ Usap.-

Exercice 33.

(1+22) D 120z f) 4 n(n —1)f™=Y = 0 pour n > 1.
gt = 322¢ 1 6nxg™=V + 3n(n — 1)g™ =2 pour n > 0.

Exercice 34.

(-1)"e (2% + (2 — 3n)z? + (3n* — Tn)x + (—n® + 5n® — 4n — 5)).

Exercice 35.
fM(z) = 2me”V3sin(z + ng)-

Exercice 36.

d%:” (m"(l - x)”) zn: n! (

=0

3?:'

??‘

coefficient de z™ = (=1)"n! >
k=0
Ex?rcic?).'?ﬂ. (1)
n—1)! —
t ) tn+1 exp(l/t)

Exercice 38.

1) ant1k = ank—1 + 2(2k — n)an k.

2) ani = (n— k)lT(L'Qk—n)l

Exercice 43.
1) Au point d’abscisse o tq Ina =

2) Centre = (0, i‘%), rapport =

(Ch)’ = (-

alna

a.

)2( 1)7),—kxn—k(1 _ .’ll‘)k.

1H)rAZ .

+1p0urC et o’ = aa pour C'.
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Exercice 44.
Si f change de signe, soit par exemple f(a) >0, f(b) <0, a < bet c =sup{z tq fjjq,,) st croissante}. Alors f est
croissante sur [a,c| et f(c) = 0, contradiction.

Exercice 45. .

Si lon pose F(z) = / et’ dt, on constate que a(z) = F~}(1 + F(x)) ce qui prouve l'existence, I'unicité et le
t=0
—T
caractere C*° de a. Pour la symétrie, il faut montrer que a(—a(x)) = —x soit / e’ dt = 1 ce qui est immédiat.
t=—a(x)

Exercice 46.
Toute fonction linéaire ¢ : © — ax convient. Réciproquement, si ¢ est solution alors ¢(0) = 0. On note a = ¢’ (0)
et Y(x) = p(x) — ax : P est également solution et ¥'(0) = 0. Si z € R et n € N alors ¢ (z) = 2" (z/2") —— 0,
d’ott ¢ =0 et p(z) = ax. e

Exercice 47.
1) m= 1+V5 +2\/5, c=m~Ym,

4) f et f’ ont des limites nulles en 07 et infinies en +o0o done f(z) = o +(a:) et x = o (f(x)), ce qui implique
x—0 xr—+00

que f(z) — z s’annule sur ]0,+oo[. S’il y a deux points fixes, a < b, alors par le thm. des accroissements
finis ’"équation f’(z) = 1 admet une solution dans ]0, a[ et une dans ]a, b[, en contradiction avec la bijectivité
de f'= f~L.

5) On note a le point fixe de f, b celui de g et on suppose a # b, par exemple a < b. On a g(z) < = pour = € ]0, [
donc g(a) < a = f(a). Par conséquent g(z) < x < f(x) si z € [a,b] ; soit ]¢, b le plus grand intervalle sur lequel
g(z) < f(z). Ona 0 < c<a,g(ch) = f(ct) < cet f, g sont strictement croissantes, donc g~ (x) > f~!(z)
pour z € J¢,b[. Ainsi g — f est strictement croissante sur Jc, b[ a une limite nulle en ¢ et est négative en b, c’est
absurde.

Remarque : le point fixe est le nombre d’or m. De plus, si f et g sont deux éléments de E distincts alors f — g
n’est de signe constant sur aucun voisinage de m~ (méme démonstration).

derivee.tex page 6



