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| : Dérivée

1- Définition
DEFINITION
f définie sur un intervalle | est dérivable eréement de | s'il existe un réel notég)'fel que :

f(xo + h) = f(xo) + hf'(xo) + o(h)

Cette définition est équivalente a :

jm [0 =100) — g

h-0
La droite d'équationy = f '(Xo)(X — Xo) + f(Xo) estla droite tangenteau graphereprésentatitie f, au
point d'abscissex. Au lieu de f ', on trouve égalementles notationsDf ou %{ (La définition

précédentes'appliqueaussiaux fonctions a valeurscomplexes.Si f est a valeurscomplexes,de
partiesréelle g et imaginaireh, il résultedu calcul des limites d'une telle fonction en séparant
précisément partie réelle et imaginaire §ue g' +ih’).

La définition est également équivalente a l'existence d'une fogctiontinue en telle que :
f() = (x0) + (X —0) $(X)
avecd (%) =T '(Xo). En dehors dg, §(x) est égal au taux d'accroissem%m :
Il résulteimmédiatementle la définition qu'unefonction dérivableest continue.La réciproqueest
fausse comme le prouve I'exempld>xden O.

Sion selimite a h > 0, on parlede dérivéea droite. Si I'on selimite a h < 0, on parlede dérivéea
gauche Si f estdérivablea droite et a gauchede X, et si les deux dérivéessont égalesalorsf est
dérivable enx.



La fonction x — |x| est dérivablea droite et & gauchede 0. Il existe des fonctions continues

n‘admettant aucune dérivée a droite et a gauche de 0, par exemp:deiné).

| A%MA |
VAV,

Il existedesfonctionscontinuesdérivablesen aucunpoint, maisla présentatiord’'un contre-exemple
dépasse le niveau de premiere année.

2— Opérations
Les résultatsrelatifs a la somme,au produit, au quotientde fonctionsdérivablesétantcenséstre
bien connus, nous nous limiterons a :

a) Composition

Soitf dérivable erx, etg dérivable en #;). Alorsg o f est dérivable er, et :
(90 1)'(%0) = g'(f(x0)).f "(x0)

En effet, il existe deux fonctioset ), continue erx, etf(x)) = yo respectivement telles que :
f(x) =f(x0) + (X —X0) 9(X) etf '(xo0) = $(x0)
a(y) =9(¥o) + (v —¥o) () etg ‘(o) = W(yo)
Donc, en prenant=1(x) :
9(f(x)) = 9(f(xa)) + (F(X) —f(x0)) W(f(x))
=g(f(x0)) + (X —X%0) G(X)W(F(xX))
Or la fonctiond (X)W(f(X)) est continue ery, doncg o f est dérivable er, et :

(9o f)'(%) = ¢ (X)W (f(x0)) =T (%) g'(F(%0))

La regle de dérivation d'unefonction composéese note agréablemenen physique,ou seulesles
variablesportentun nom et non les fonctionselles-mémesSupposonsine quantitéE dépendantle
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la positionz d'unmobile.On a alorsE = E(2). Supposonguez dépendentdu tempst de sorteque
z= Z(t) et que E = E(z(t)) = E(t) pour abréger.On remarquerague cette derniérenotation est
invalide en mathématique caused'uneambiguité.E(3) désigne-t-illa valeurde E pourz = 3 ou
pourt = 3. Cetteambiguitén'existepasen physiqueou I'on demanderd&(3 m) ou E(3 9), l'unité
appliquéeaux variableslevantalorsl'ambiguité.La regle de dérivationdesfonctionscomposéese
note alors :
dE _dEdz

dt dzdt
On noteraque cettenotation"fractionnaire"n'estvalide qu'aupremierordre, puisqu'ons'exercera
veérifier que :

d’E _ o’E @iz} , dEdz

df ~ dZ ot dz o

b) Reciprogue

Soitf continuesurun intervallel, bijective surl, dérivableenx, ettelle quef '(xo) # 0. Alors f* est
dérivable ery, =f(xo) et :
_ 1 1
o) == =
(Y00 =F60) =T o0
En effet, il existe une fonctiap, continue enx, telle que
f(x) =f(xo) + (X —X0) 9(x) etf '(xo) = $(x0)
On souhaite écrirE'(y) = x avecy =f(x), or :
Y—=Yo 1 Iy ) + Y —Yo
X=X + O () = (yo) + =
() 7o)
La fonctiony — ¢(f(y)) est continue ey, comme composée de fonctions continues, et sa veteur
Yo estd(xo) =f (%) qui estnon nul. Elle estdoncdéfinie au voisinagedey,. ' estdoncdérivableen
1 1

¢(f'1(Yo)) EOREEDR

yo de dérivéef())'(yo) =

EXEMPLES

Pourf(x) = In(x), de derlveel on obtient : €)' == =¢€",

fDxIl—‘Il—‘

1

Pourf(x) = sin) sur [-772, T/2], on obtient : (arcsinf)' = cos(arcsm()) ,—Xz

pourx J]-1,1]

De méme, (arccos))' = =1

14

Pourf(x) = tank) sur ]972,172[, on obtient : (arctan))' = 1 1

1+taf(arctang)) 1+X

3— Dérivées successives

Si f estdérivablesurun intervallel, on peutdéfinir la fonctiondérivéef ', et seposerla questionde
savoir si elle estlle—-mémecontinueou dérivable.Si c'estle cas,on peutdéfinir sadériveef” | etc...

On notef® ou Of oug—:(fR la dérivée d'ordrk.
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On remarquera que peutne pasétrecontinue.Un exempleestdonnéparla fonctionf(x) = x* sin%

dontla dérivéen'estpascontinueen 0. On a en effet, M =X sm qU| tendvers0 = f '(0),

cependanguef '(x) = 2x sin% - cos% n‘apasdelimite en0. Ci-dessoude graphedef entre-let 1,

dansun reperenon orthonormé.ll y a clairementune tangentehorizontaleen 0 (le grapheest
comprisentreles deux parabolesy = + x°), mais les tangentesau grapheaux points d'intersection
avec & ont des pentes qui tendent vers.

/\ iT A

I

OnnoteC'(l) I'espacevectorieldesfonctionsn fois continlmentérivablessurl. Montronsque,si f

etg sont C, il en est de méme de- g, defg, deé (a condition qug ne s'annule pas), deo f, etde

f~* (a condition qué soit bijective et que sa dérivée ne s'annule pas).

a) Somme

Il est trivial de vérifier par récurrence qder(g)™ =" + g(”

b) Produit

On dispose d'une formule donnant la dériv&&d'un produit.

FORMULE DE LEIBNIZ

Soit u et v deux fonctions n fois dérivables. Alors uv est n fois dérivable et :

)™ = pZO % Eu(p).v(“‘p)
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ou I'on convient que® = u. % Edeggne le coefficient bmom@ﬁ siO<sp<netO0sinon.

Démonstration

Elle sefait par récurrencesur n. C'estévidemmenweérifié pourn = 0 et pourn = 1, pour lequelon
reconnait : {jv)' =u'v + uv.

Si la formule estvraie aurangn et quelesfonctionssontn+1 fois dérivablespn voit que (uv)® est
dérivable et de dérivee :

n n n
)™=y % E(u(pﬂ) VP 4 O 0Py = 5 % Eu(pﬂ) ey % Eu(p) P
p:O p:O p:O

n+l

=2 %ﬂl EJ’ % %U(m V™1 en changeant d'indige-1 — p dans la premiére somme
p=0

::i: ggl Ho oo

(On a utilisé le fait qu% §= 0 sip< 0 oup >n)

La démonstrationainsiquela naturede la formule, estdonc comparable celle du développement
du binbmede Newton.Cen'estpasun hasard la formule de Leibniz permetd'endéduirela formule
du binbme de Newton :

Il suffit de prendrau(x) = €™ etv(x) = € et d'appliquer la formule de Leibniz &= 0.

c) Quotient

Il n'existe pas de formule générale simple donnant la déri?&éd'unquotient,maison peutmontrer
parrécurrencejuecettedérivéeexiste.C'estle caspourn = 1 et supposonsjuece le soit pour n—1.

On a anr%%J—lgE_zig—'. Or:

fOC()etgOC() O fOCT1), gOC™ (1), f'OCYI), g OCI)
O f'gOC™ Y1), fg' O C™Y(1) etg® O C™X(I) en utilisant le résultat prouvé sur le produit
O f'g—fg O C™Y(1) etg® O C™XI) en utilisant le résultat sur la somme

0 f_gg—zig_ O C™X(1) en appliquant I'nypothése de récurrence

f
0 50c0

d) Composition

Il n'existe pas non plus de formule généralesimple donnantla dérivée n°™ d'une composéede
fonctions, mais on peut montrer par récurrenceque cette dérivée existe. Le raisonnementest
comparable au précédent. On go ) = (g o f)f . On note J #(I).

fOC()etgOC'(A)O fOC), frOCTI), g O0C™J)
0 g o fOC™Y), f'OCYYI) en appliquant I'hypothése de récurrence au nafig
0 (g o Hf 'O C™Y(1) en appliquant le résultat sur le produit.
a go fOCY(I)




e) Réciproque
De mémeJa formule (f)' = ﬁi permetde voir que,si f estde classeC", et sif ' ne s'annulepas,

alorsf™ est de classe"CCela se montre également par récurrence :

fOCY()

f'0CY(), £ O C™Y(I) en appliquant I'hypothése de récurrence

f'o f1 0 C™XI) en appliquant le résultat sur la composée de fonction

f -_Iolf— O C™Y(1) en appliquant le résultat sur le quotient

10 C'()

O O OO

4— Théoreme de Rolle

Ce théoremea d'abordété énoncéau XVlIleme sousla forme suivante: entre deux racinesd'un
polynébme P, il y a une racine de sa dérivée P'.

THEOREME DE ROLLE
Soit f une fonction continuesur [a,b] a valeur réelles,dérivablesur ]Ja,b[, telle quef(a) = f(b).
Alors il existe un élément c de ]a,b], tel dué) = 0.

Démonstration

f étantcontinuesur un segmentadmetun maximumet un minimum (toute la difficulté du théoréme
de Rolle reposesur ce résultat,montré dansle chapitre Fonctions fichier FONCTION.PDF).Si

ceux—cisetrouventen a et b, celasignifie quef estconstantegt alors c peut étre pris de fagon

guelconqueSinon,l'un desdeuxextremasesituea l'intérieurde l'intervalle,enc. En untel point, la

dérivée s'annule. En effet, si par exengoést un maximum, on:a

Epourx<c,ﬂ)—(ggzom f'c)=0
L] 0 f'lc)=0.
Dpourx>c,ﬂ)—(gggom f'(c)<0

Il estfaux de croire que,si c estun maximum,alorsf estcroissanteéd gauchede c, puis décroissante
apresf(c) estcertesla valeurmaximale maisf peutne pasétre monotoneni a gaucheni a droite.

Prendre par exempféx) = —§ —xC sirf %



Le théoremede Rolle ne s'appliquepasaux fonctionsa valeurscomplexes Parexemplef(x) = e,
définie sur [0, 2], vérifie f(0) =f(2m) = 1, mais la dérivée deégale a€™ ne s'annule pas.

5— Théoreme des accroissements finis

THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINIS
Soit f une fonction continuesur [a,b] a valeursréelles, dérivable sur ]Ja,b[. Alors il existeun

élément ¢ de Ja,b[, tel que(c) = K%%@.

Démonstration
Il suffit de se ramener au théoreme de Rolle. Pour cela, il suffit de posexk gans §, b] :

a9 =09 — [1(a) + CL=T@x g

g représentd'écartentref et la fonction affine qui coincideavecf aux bornesde l'intervalle. g est
continuesur|[a, b], dérivablesur]a, b[, etg(a) = 0 = g(b). Doncil existec €élémentde ]a, b[ tel que
g'(c) = 0, ce qui donne le résultat cherché.

Pas plus que le théoreme de Rolle, ce théoréme ne s'applique aux fonctions a valeurs complexes.

APPLICATIONS
a) sens de variation d'une fonction a valeurs réelles

f croissante sum] b[ = f'>0.

f décroissante suga]b[ = f'<0

f constante sug] b[ = f'=0
Le sensl] découled'unpassage la limite sur destaux d'accroissemenide signeconstantll peut
étre montré désla classede Premiere.La réciproqueest admiseen lycee. Elle utilise en effet le
théoréme des accroissements finid. 'Qist de signe constant (ou nul), il endestnémede tout taux

d'accroissemerLng_u;)—Q puisque ce dernier est égdl'éc) avecc entrex ety.
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Il estfaux de croire quef '(X) > 0 O f eststrictementcroissantesur un intervalle contenanix. Il
suffit dela strictepositivité surtout un intervalle, maisla positivité enun point uniquene suffit pas.

Considéreparexemplef(x) = x + 2xX° sin% en0. Onaf '(0) = 1, maisf ' n'estde signeconstantans

aucun voisinage de 0.

Sif estdérivableetsif ' > 0, f eststrictementcroissantelLa réciproqueestfaussell sepeutquef
soit strictementroissanteet dérivable et quef ' s'annulell suffit de prendref(x) = X°. L'équivalence
est la suivante. Notons Z I'ensemble desi f ' s'annule :

f strictement croissante f'= 0 et Z ne contient aucun intervalke b[ aveca <b

En effet, dire qué estcroissantesand'étre strictementc'estdire qu'il existex <y tel quef(x) = f(y),
ou encorequef estconstantesur un intervalle,ou encorequef' s'annulesur un intervalle,ou enfin
gue Z contient un intervalle ouvert.

b) Dérivation a une borne d'un intervalle
f continue surd, b], dérivable surg, b[, et lim f'(x) =1 O f dérivable a droite da etf ‘(@) =1. On

—

a un résultatanaloguea gauchede a. Si | estinfini, on peut conclurequ'il existe une tangente
verticale au graphe deau point d'abscisse

On a en effet, poux> a, K)—()%@ =f'(c) aveca < c < x. ¢ estunefonctionimplicite dex. Lorsque

x tendversa, c tendversa, de sortequef '(c) tendversl. Le taux d'accroissemerdadmetdoncune
limite.
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c) Inégalité des accroissements finis
L'inégalité desaccroissementhnis s'énoncesousles mémeshypothesesjue pour I'égalité, sousla
forme :

f]<kD ‘M <k
b-a
C'est évident puisqu'il existetel qu%ﬂt—)t%éll =|f '(c)| <k

Cette inégalité est égalementvalable, sousles mémeshypothesespour les fonctionsf a valeurs
complexes. Considérofd'argument dé(b) —f(a). Ce 8 esttel quee °(f(b) —f(a)) soitréel.Posons
g(t) = Re€™%(t)), de sorte qug est a valeurs réelles et que :

g(b) —g(a) = Re€™°(f(b) —f(a)) = e (f(b) —f(a))
D'odr |g(b) —g(a)| =|f(b) - ()|
g est dérivable et :
|9°0)] =[Re€® )] <|€° ()] =|f ()] <k
[ |g(b) —g(a)| < k|b —a| en appliquant l'inégalité des accroissements figis a

O |f(b)—f(a)| <k|b-a

Interprétation physique
Sila variableestle tempst, f(t) la positiond'un mobile surun axe,etf '(t) estla vitesseinstantanée
du mobile. On a donc :

Si la vitesse instantanée est majorée par k, alors la vitesse moyenne aussi.
Cerésultatphysiquea l'air d'aller de soi, et on sedemandepourquoiil en faudraitune justification
mathématiqueeposantsur le théoremede accroissementfnis, lui-mémereposantsur le théoreme
deRolle, reposant sontour surl'existenced'extremagui elle-mémereposesurl'existencede borne
supérieureet de borneinférieure,cesderniersetantdesaxiomestout celapourarriver a un résultat
physique évident.

En fait, l'inégalité desaccroissementfinis ne montrepasun résultatphysiqueévident.Elle montre
'adéquatiorentrela réalité physiqueet les modelesqui ont éte choisispour décrire cetteréalité. |l
faut bien avoir conscience que ces modeles sont arbitranes &¢n ne permetd‘assurea coupsar
la correspondancentreunedéductionmathématiquet uneexpériencephysique.Tantqueles deux
sontenaccord,il n'y a pasde remiseen causea faire, maisrien n'assuregu’il en seratoujoursainsi.
Qu'y a-t-il d'arbitraire dans les modeles physiques ? En voici des exemples :

[0 Le choix d'utiliser les élémentsde R pour définir une position x, un instantt, une intensitéde
courantl et plus généralemenrd'utiliser R* pour modélisemotre espaceestdifficilement justifiable.

En effet, le développementécimald'unréel s'écritavecuneinfinité de chiffres. Cetteexigencen'est
d'aucuneutilité en physiquequi se contentede nombresdécimaux (ayant un nombre finis de
décimales)yoire de nombresentierssi I'unité de mesurea été choisiesuffisammenpetite. De plus,
une mesurephysiquen'estpasen soi un réel, ni un décimal,maisplutét un intervalledanslequel se
trouve la mesure qui possedeoujoursuneincertitude.Nous devrionsdonc définir desopérations
(somme produit...)entreintervallesde décimauxplutét qu'entreréelspour avoir unereprésentation
plusfidele dela réalité.La difficulté de mettreen ceuvrede tellesopérationsainsiquela commodité
consistanta disposerd'un nombrearbitraire et non limité de décimales,adaptableau progréesdes
précisions des mesures, fait qu'on utilise les réels.
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[0 Le choix de la définition de la vitesseinstantanéesst égalementarbitraire.On a choisi comme
définition de cettevitesseinstantané®/(ty) = hIimof ols hh —f(l , limite dela vitessemoyenneentre

I'instant considéré et un autre instant, et donc égale a la dérivée WBoealieaittresbienpu choisir
d'autresdéfinitions plus raisonnablespar exemple hIimo fto + h)2—hf(to —h)
moyennesur un intervallecentréen l'instantconsidéré On noteraqu'unmobile ayantuneloi horaire
f(t) = |t| (modélisantpar exempleun choc) n'a pasde vitessedéfinieent = 0 dansle premiercas,

maisa unevitessenulle dansle second On disposedoncde deuxmodeélegadicalementlifférentset
il faut choisir entre l'un et l'autre.
Il serait d'ailleurs plus juste encore de noter qu'étant dans I'impossibilité physagfenden instant
de maniére infiniment précise, on devrait plutdt définir la vitesse comme
f(to + h) —f(to
(h,k) - (0,0) (h+Kk)
laquelle cette quantité est définie en tout point est dérivable ausagignaisqu'enplus, sadérivée
est continue (autrement ditest C).

, limite de la vitesse

—K) . On montreenfait que cettedéfinition signifie qu'unefonctionf pour

O Le fait de raisonnersur des fonctions C' et mémeC” est trés couranten physique,lorsque
I'évolution des processus est jugée suffisamment régullétenscependantiepuisquelquesannées
le développemengussibienen mathématiquegu'enphysique de notionsrejetantcetterégularitéet

faisant largementusagede fonctions a la rigueur continues,mais dérivablesnulle part (chaos,
fractales...).

d) Etude de suite récurrenig; = f(u,) :
On supposajuef estdérivable,et qu'il existek éléementde [0, 1| tel que|f | < k. On supposequil

existe un nombre tel quef(a) = a (point fixe def). Alors la suite ,) converge vers. En effet :
|un+1 —0(| = |f(un) —f(O()| < k|un —0(| en appliquant l'inégalité des accroissements finis.
On en déduit alors par récurrence que :
On, |un—0(| < k“|uo—0(|
et comme lim Kk"=0, on a bien lim u,=a.

n - oo n - oo

Cette propriété peut servir a obtenir des valeurs approchéesrdetilisant une suite récurrente.

EXEMPLE:
Soitf(x) =1 dont le point fixe positif verifie =1 Oo’+a—-1=00 a =3L—1.
1+X 1+a 2
|
On af (X) = m

Soit0<d<a. Poura —d <x<a +d,ona:

| =L 1
*°) T@A+ S L ra—dy
1 y_gle—d
et |f(x)—a|£(1+a_d)2|x O(|S(1+0(—d)2Sd
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de sorte que l'intervallex —d, a + d] asonimageparf inclusedanslui-méme.ll estdoncstablepar

(1T1d)2 montreque la fonctionf est

strictemeninférieura 1. La convergencele la suite de terme

f et non pouvonsitérer la fonction f. L'inégalité|f '(x)| <

lipschitziennede rapport(lTl_d)2

généralu,.; = f(u,) versa est donc assuré diss queup appartieng[a —d, a + d]. Comme\/é est

compris entre 2 et 8 est compris strictement en%eet 1. Prenongarexempleu, = 1 et prenond

telquea +d =1, soitd=1 —a =3—_2\E 0 a-d =\/§ — 2> 0. La suitewy) va convergeversa et

permetd'obtenir des valeursapprochéesle a. Voici les premierstermesde la suite sousforme
rationnelle, puis sous forme décimale :

1535813 21’ 34 55 89 144
1, 0.5, 0.666..., 0.6, 0.625, 0.615..., 0.619, 0.610.61818..., 0.617977..., 0.61805...

La calculatricedonnea = 0.6180339890maisil a bienfallu que quelgu'unprogrammd'algorithme
de calcul de la racine carrée. Comment a-t-il fait ?

Il : Fonctions convexes

La fin du chapitre est réservée aux MPSI, PCSI, et PTSI suivant I'option mathématiques
De nombreuseiégalitésse montrenten analyseen utilisant certainespropriétésde convexitéedes
fonctions. Par exemple :

WPyiyo. yo < Lnﬂm

C'est cette notion que nous allons développer ici.

1- Définition
On dit qu'une partie A du plan (ou plus généralement d'un espace affine) est convexe si :
OxOA OyOA, [xy] OA

[x, y] estl'ensembledes pointsde la forme Ax + (1 — A)y, A O [0, 1], barycentrede x ety a
coefficients positifs ou nuls.

PROPOSITION
Soitf une fonction définie sur un intervalle I. Il y a équivalence entre :
i) A={(x,y) | y=f(x)} estune partie convexe du plan.
i) OxO1L,OyOlL, OAXDO[O, 1], f(Ax + (1 =A)y) < Af(X) + (1 =A)f(y)

iii) Pour tout u de 1, la fonction qui a x assogéﬂg) est croissante.

Une fonctiorf vérifiant ces propriétés est dite convexe.
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LorsqueA décrit [0,1], lepoint (Ax + (1-A)y, f(Ax + (1-\)y)) décritl'arc dela courbereprésentative
def, entrelespointsd'absciss ety. Le point (Ax + (1-A)y , Af(x) + (1-A)f(y)), lui, estbarycentre
de (x, f(x)) et (y, f(y)) avecles coefficientsA et 1-\. Il décritdoncle segmentde droite joignant
(x, f(x)) a , f(y)). La propriété ii) s'interprete en disant que l'arc limité par les pdadiscisse ety
se trouve sous sa corde correspondante.

La propriétéiii) exprime que les pentesdes cordesaugmententorsque I'abscissede l'une des
extrémités de la corde croit. La pente bleue est ainsi plus grande que la pente rouge.

Démonstration

i) O i)

(x, f(x)) et (y, f(y)) sontélémentde A. Doncle segmenjoignantcesdeuxpointsestélémentde A
puisqueA estsupposé&onvexeDonc, (Ax + (1-A)y, Af(X) + (1-A)f(y)) qui appartient ce segment
est dans A, ce qui signifie qli@x + (1-A)y) < Af(X) + (1-A)f(y).

i) O i)
Afin de considérer toutes les positions possibles par rappori@is montrerons que :
six<y<u<z<t, alors @ =) ) ~f(1) @) ~f(v) _ () ~f(u)

X-u ~ y-u =~ z-u = t-u
Ces trois inégalités équivalent respectivement a :
avech = 3—:\){ y=AX+ (1A, f(y) SMX) + (1-A)f(u)
avech = %; u=Ay+ 1Az f(U) M) + (1)@
avecA =;[_;S, Z=Au+ (1)}, f(2) < AMf(u) + (1-A)f(1)
et ces trois inégalités sont bien vérifiées, d'apres ii).
iy O i)

Soientdeuxpoints(x, y) et (t, 2 de A. y = f(x), z = f(t). Soit A élémentde [0, 1]. Nousvoulons
montrer que\y + (1-A)z= f(Ax + (1-A)t). Il suffit pour cela de montrer :
Af(X) + (L A)f(t) = f(Ax + (1-A))
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Cette inégalité est évidemmentvraie pour A = 0 ou A = 1. Dans le cas contraire, posons
u=Ax+ (1-A)t. L'inégalité est alors équivalente a :
FO) —f(u) (1) —f(u)
X—U t—u
qui est vérifiée d'apres la croissance du taux d'accroissement ralatif a

EXEMPLE: €, X, ... sont des fonctions convexes.

2— Convexité et dérivabilité

PROPOSITION

Soitf une fonction dérivable sur un intervalle I. Il y a équivalence entre :
i) f est convexe
i) ' est croissante
iii) La courbe représentative deest au—dessus de chaque tangente

Démonstration
i) O i)
Supposon$ convexe. Soik<y. On a, poux<u<t<y:
fO) —f(u) _ f(t) —f(u) _ f(y) —f(t)

X—-u =~ t—-u = y-t
La premiéreinégalitéprovientde la croissancalu taux d'accroissementlatif a u, la deuxiemede la
croissance du taux d'accroissement relatifSa I'on fait tendrei versx ett versy, on obtient :
f(@sﬂ%:¥9srm

Doncf ' est croissante.

i) O i)
Soit f ' croissanteDire que la courbereprésentativale f est au—dessusle chaquetangente par
exemple, celle qui passe par le point d'abscissignifie que :
0 %, f(X) = (x—u)f "(u) + f(u)
ou encore :

x<umﬂ%§%9srm)
X>ul K)—()%Elzf'(u)

Montronsla premiéreinégalité,l'autreétantanalogueD'aprede théorémedesaccroissemertini, le
taux d'accroissemergntrex et u estégalaf '(c) avecx < ¢ < u. f ' étantcroissante/inégalité est
vérifiée.

iy O i)
La deuxiéme propriété de convexitéefdedémontrer peut s'écrire :
fO) —f(u) _ f(y) —f(u)

X—u ~— y-u
ou I'on a posé@ =Ax + (1-\)y, avecx<u <y
Or, comme ci-dessus, iii) signifie que :

x<umﬂ%§%9srm)
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y>u|:| f '(u)SM

y—u
de sorte qugz()—()%Ez <f'lu) < KYy:uLQ

Sif est deux fois dérivable, la condition donnée est équivaldrite 8.

Voici une derniere propiété des fonctions convexes.
PROPRIETE
Soitf convexesur I, soient(x)inu.ny despointsde | soient(a)iou..ny desréelspositifsde sommel.

n n

Alors f( Zlaixi )< Zlaif(xi)

i= i=
Démonstration
Par récurrence s
Cettepropriétéestvraie pour n = 2. Il s'agiten effet de la deuxiemepropriétéde convexitéde f.
Supposons—la vraie poorl. La propriétéaurangn exprimequelimagedu barycentreg despoints
d'abscisses;, affectésdes coefficientsa; estinférieure au barycentredesimagesf(x), affectésdes
mémescoefficients.Or, si g' estle barycentradex,, ..., X.-1, g peutétreconsidér&commebarycentre
de g, affectédescoefficientsa; + ... + a,.; = S,1 et de x, affectédu coefficienta, = 1-s,;. Ces
propriétés se traduisent par :

g = axXy . +9n-1%n-1

S1 Sr1

g = S0 +a
Selon I'hypothése de récurrence, on a:

f(g) < aaf(xy) + +an—1f(xn—1)

S Sr1

or  f(g) < sf(g) +adf(x)

donc f(g) < iaf(m)

APPLICATION:

n
Considérong(x) = € et a, =%. Alors on a exp %) <
=1

Sl
=}

1exp@q).

ce qui donne, en posant= exp) :

WPyiyo. yn < Lnﬂm

\y1y2..yn s'appellemoyennegéométriquedes nombresys, ..., y, alors queL'r']'Jrﬁ en est la

moyenne arithmétique. La moyenne géomeétrique est donc inférieure a la moyenne arithmeétique.

Une démonstration directe de cette derniere égalité peut se faire de la facon suivante :
Notonsm =%ﬁ etz =y, —m. On veut montrer que :

YiYo.. Yo < 0T
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= INn(y,) + ... + Inf) <ninm
-  In& +...+|n¢ir“2so

- Ina +§9+ +In(1+fr—‘?s0

inégalité qui résulte des deux relations suivantes :
0 x, In(1+x) < x (qu'onpeutmontrerpar une étudede fonction, maisqui estelle-mémeune

inégalité de convexitéappliquéesur la fonction — In [position de la fonction In par rapporta sa

tangente])
z+..+2,=0
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